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Zadanie

Vytvorte vlnu na vode pomocou vertikálne kmitajúceho horizontálne
uloženého valca. V závislosti od frekvencie a/alebo amplitúdy kmitov sa bude
javit’, že voda prichádza alebo odchádza od valca. Preskúmajte tento jav.
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Stokesovo unášanie

skúmajme pozdĺžnu rovinnú vlnu
rýchlost’ prúdenia v mieste x a čase t : v(x , t) = u cos(kx − ωt)
nech ξ = ξ(t) je trajektória jednej častice tekutiny
pre rýchlost’ častice platí: dξ

dt = u cos(kξ − ωt)

riešenie pre rôzne α = ku
ω = kA, kde A je priestorová amplitúda výchyliek:

trajektória = oscilácie + postupný pohyb v smere šírenia vlny (Stokes)

rýchlost’ unášania pre malé α: vstokes = ku2

2ω = 1
2 kωA2
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Povrchové vlny v bezvírovej a nestlačitel’nej kvapaline

hl’adajme rozloženie (pole) rýchlostí v(x, t) povrchovej vlny

nestlačitel’nost’: ∇ · v = 0 alebo ∂vx
∂x +

∂vy
∂y = 0

bezvírovost’: v = ∇f (x, t) alebo vx = ∂f
∂x , vy = ∂f

∂y

bezvírovost’ a nestlačitel’nost’: ∇ · ∇f (x, t) = 0 alebo ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 = 0

vlnové riešenie: f (x, t) = cos(kx − ωt)G(y)

dosadením do ∇ · ∇f (x, t) = 0 máme rovnicu pre G(y): ∂
2G
∂y2 = k2G

riešenie pre nekonečne hlbokú vodu: G(y) = Aeky , na hladine y = 0
výsledné vlnové riešenie: f (x, t) = A cos(kx − ωt)eky

pole rýchlostí (z formuly v = ∇f ):

vx (x, t) = −kA sin(kx − ωt)eky

vy (x, t) = kA cos(kx − ωt)eky

Stokesovo unášanie: video (wikipédia)
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Lineárne (malé) povrchové vlny: disperzný zákon

Newtonova pohyb. rovnica pre kúsok kvapaliny pri malých rýchlostiach:

ρ∂v
∂t = −∇p −∇Φ

ρ = hustota hmotnosti, p = tlak, Φ = ρgy hustota potenc. energie
z formuly v = ∇f vyplýva: ∇(ρ∂f

∂t + p + ρgy) = 0

na hladine teda platí: ρ∂f
∂t + ph + ρgyh = const (*)

tlak na hladine: ph = patm + σk2yh (pre vlnu úmernú cos kx)

derivácia (*) podl’a času: ρ∂
2f
∂t2 + (σk2 + ρg)∂yh

∂t = 0 (**)

na hladine platí: f (x , t) = A cos(kx − ωt), ∂yh
∂t = vy = kA cos(kx − ωt)

dosadením do (**) nájdeme podmienku (disperzný zákon):

ω =
√

gk + σk3

ρ =
√

gk [1 + (k`)2], ` =
√

σ
ρg

gravitačné (dlhé) vlny: k`� 1, ω ≈
√

gk �
√

2g/`
kapilárne (krátke) vlny: k`� 1, ω ≈

√
g`2k3 �

√
2g/`
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Modulačná nestabilita

skúmajme jednorozmernú vlnu A(x , t) cos θ(x , t)
s pomaly sa meniacou amplitúdou A(x , t), ktorá nemusí byt’ malá
definujme lokálny vlnový vektor k = ∂θ

∂x a lokálnu frekvenciu ω = −∂θ∂t ;
musí platit’ ∂ω∂x + ∂k

∂t = 0 (*)
predpokladajme, že ω(k ,A) = ω0(k) + γA2

t.j. frekvencia závisí od k aj od amplitúdy; ω0(k) je disperzia malých vĺn
rýchlost’ šírenia vĺn (grupová rýchlost’) je vk = ∂ω

∂k
skúmajme osud fluktuácie amplitúdy A(x) okolo bodu x = 0 (nech γ > 0):

prípad ∂vk
∂k > 0

x < 0: vk klesá

x > 0: vk rastie

fluktuácia zaniká
x < 0: ∂ω

∂x > 0, ∂k
∂t < 0 (*)

x > 0: ∂ω
∂x < 0, ∂k

∂t > 0 (*)

prípad ∂vk
∂k < 0

x < 0: vk rastie

x > 0: vk klesá

fluktuácia rastie

záver: podmienkou nestability je splnenie tzv. Lighthillovho kritéria:

γ ∂vk
∂k < 0 alebo γ ∂

2ω0(k)
∂k2 < 0
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Experimentálna aparatúra

hĺbka vody: 8 cm
priemer valca: 2.5 cm
dĺžka valca: 13 cm
budiaca frekvencia
f =10 až 200 Hz,
ω = 2πf
max. zrýchlenie
a = Aω2 . 10g
čistá voda
` =2.7 mm
f = 1

2π

√
2g
` ≈ 14 Hz
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Experimentálne techniky

mapa okamžitého rozloženia hĺbky vody

mapovanie difúznym svetlom

osvetlenie zdola LED panelom

voda + 2-10% mlieka

pozorovanie zhora vysokorýchlostnou
videokamerou

kalibrácia: pri pokojnej hladine

horizontálne prúdenie vody:
pridanie farbiva alebo drobných plávajúcich častíc,
pozorovanie zhora video
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Punzmann a kol.: výsledky

2 režimy
rýchlost’ prúdenia hĺbkový profil rýchlosti

pre a < ac : rovinná vlna; znamienko unášania v zhode so Stokesom
pre a > ac : priečne modulovaná vlna; opačné znamienko unášania
v oboch prípadoch horizontálne prúdenie iba v tenkej vrstve pri hladine
spätný pohyb kvapaliny sa realizuje pri krajoch valca
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Punzmann a kol.: interpretácia v oblasti a < ac

rýchlost’ unášania nesedí so Stokesovou predpoved’ou vstokes = 1
2 kωA2

modré dáta:
tesne po zapnutí budenia

červené dáta:
ustálený stav

“the flow velocity is not determined by the local wave field,
but results from a global flow pattern”
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Punzmann a kol.: interpretácia v oblasti a > ac

otočenie rýchlosti unášania nastane pri vzniku priečnej modulácie vĺn
otočenie nastáva pre gravitačné vlny (8 Hz) aj pre kapilárne vlny (50 Hz)
pri otočení sa nemení tvar horizontálnych prúdnic, iba smer prúdenia
v blízkosti zdroja vlnenia: chaos + unášanie do strán
tak vzniká ”pumpovanie” horizontálneho pohybu

chaos je dôsledkom tvorby vírov pri
zdroji vlnenia video

víry v blízkosti kužel’ovitého zdroja
vlnenia:
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Ako postupovat’?

teória vel’mi náročná, odporúčam experimentovanie
kl’účová otvorená otázka: existuje priamy súvis medzi smerom
horizontálneho prúdenia a charakterom vlnenia? alebo sú horizontálne
prúdenie a vlny dva takmer nezávislé javy vyvolané pohybom valca?
argumenty v prospech priameho súvisu:

otočenie rýchlosti unášania nastáva pri vzniku priečnej modulácie vĺn

argumenty proti priamemu súvisu:
vel’kost’ rýchlosti unášania nesedí so Stokesom ani pre malé amplitúdy vĺn
tvar horizontálnych prúdnic takmer nezávisí od amplitúdy vlnenia
pri každej amplitúde vĺn existujú oblasti, kde unášanie má smer vlnenia (?)
pri každej amplitúde vĺn existujú oblasti, kde unášanie ide proti vlneniu (?)

d’alšie možné experimenty:
overit’ tvrdenia s otáznikom
použit’ konfiguráciu, ktorá zamedzí možnosti návratu vody horizontálnym
prúdením pri hladine; bude vtedy voda prúdit’? (vracat’ sa môže napr. vo
väčšej hĺbke); bude sa smer prúdenia menit’ s amplitúdou vlnenia?
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